Kann man die Gleichung —;=1+3+9+27+...
sinnvoll interpretieren? Ein Einstieg zu
p-adischen Zahlen

von Fritz Schweiger, Salzburg

Zusammenfassung. Zihlen ist eine Grundtéitigkeit des Menschen. Die
kulturelle Evolution hat den Umgang mit natiirlichen Zahlen um weitere
Zahlbereiche angereichert. Man gelangt so iiber ganze Zahlen und ratio-
nale Zahlen zu den mathematisch anspruchsvollen Bereichen der reellen
und komplexen Zahlen. Aber man hat auch p-adische Zahlen erfunden
(oder gefunden?). Der Aufsatz konnte doch einige Leser und Leserin-
nen interessieren. Gedacht ist an SchiilerInnen, die ein schénes Thema
fiir eine Fachbereichsarbeit suchen oder an LehrerInnen, die ihren Wahl-
pflichtkurs aufpolieren wollen. Man kénnte den Aufsatz auch jemandem
in die Hand driicken, der die gute, aber wagemutige Idee hat, Mathema-
tik zu studieren.

Der nachstehende Aufsatz ist mathematisch anspruchsvoll, aber vielleicht er-
reicht er doch einige Leser und Leserinnen. Gedacht ist an SchiilerInnen, die ein
schones Thema fiir eine Fachbereichsarbeit suchen oder an LehrerInnen, die ih-
ren Wahlpflichtkurs aufpolieren wollen. Man kénnte den Aufsatz auch jemandem
in die Hand driicken, der die gute, aber wagemutige Idee hat, Mathematik zu
studieren, denn die Kluft zwischen Schule und Universitét wird seit den Tagen
von Felix Klein wohl beklagt, ist aber wohl Realitéit. Last but not least hoffe
ich auch, dass die Neugierde etwas Neuartiges verstehen zu wollen, nicht ganz
erloschen ist.

Die wohl wichtigste Reihe der Analysis ist die geometrische Reihe. Bekannt-
lich gilt
1

1—a

=l4+a+ad’>+a®+.. (1)

fiir alle reellen und komplexen Zahlen a mit |a| < 1 im folgenden Sinn:

1
lim (1+a+a®+..+a" ') =

n—oo 17(1.

Dies bedeutet: Zu jedem e > 0 gibt es ein N (), sodass fiir alle n > N(e) die
Abschéitzung

— < )

richtig ist.
Setzt man in (1) a = 1, so erhélt man rechts lim,,_, ZZ;S a’ = oo , also die



,,Gleichung“ % = oo,die zwar etwas unprézise, aber intuitiv richtig ist.
Bedenklicher wird die Sache, wenn man in (1) nun @ = — 1 setzt. Dies ergibt

1
5:1—1+1—1+.... (3)
Da die Partialsummen rechts zwischen 1 und 0 ,schwanken® , ist die Reihe
ZZ‘;O(,l)k nicht konvergent. Genauer: Es ist s9,, = 0 und s9,,,0.1 = 1, m > 0.
Ein Statistiker wird daher einfach den Mittelwert bilden:

730—1—514-...—!—3“
B n+1

(4)

_ . 1 1
Ist n = 2m, so erhilt man cop, = 3 T

Comt1 = % Daher ist lim,, o ¢, = % und die Gleichung (3) ist als Mittelwert
gerechtfertigt.

Dieser Gedanke ldsst sich im folgenden Sinne ausbauen: Die unendliche Reihe
Yo ak heiBt Cesdaro konvergent, wenn

Ist n = 2m + 1, so erhélt man

. So+ 81+ ... +8p
lim

existiert (dabei sei wie {iblich s, = Y ;_;ax). Es ist leicht zu sehen, dass jede
Reihe , die (im gewdhnlichen Sinn) konvergent ist, auch Cesaro-konvergent ist.
Es handelt sich daher um eine Erweiterung des Konvergenzbegriffs.

Nun wollen wir aber noch kithner werden. Wir setzen a = 2. Dann erhalten
wir
—1=14+24+4+84+16+.... (5)

Diese Gleichung scheint nun vollends Unsinn zu sein, da hilft auch kein Cesaromittel!
Eine besonders fatale Wendung erhélt die Sache durch folgende Uberlegung: An-
genommen, die Reihe rechts konvergiert. Es gelte etwa

3:1+2+4+8+16+...:22”.
n=0

Dann gilt doch 2s + 1 = s. Dies fiihrt aber wiederum auf s = —1. Sofern die
rechte Seite von (5) einen Sinn hat und man die iiblichen Rechenregeln (d.h.
die Rechenregeln eines Korpers) anwenden darf, so ist tatséichlich s = —1 die
einzig verniinftige Antwort! Einen Ausweg bietet daher die Frage, ob man nicht
erneut den Konvergenzbegriff verdndern kann. Auf Kurt Hensel geht die Idee
der p-adischen Zahlen zuriick, die hier weiterhilft.

Im Konvergenzbegriff steckt bekanntlich der Betrag. Die Betragsfunktion ist
eine Abbildung von Q nach Q (bzw. von R nach R) mit den Eigenschaften

— || > 0 und |z| = 0 genau dann, wenn z = 0.
— |z +yl < |z + |yl
= lzyl = lxllyl.



Wir fixieren nun eine Primzahl p und stellen fest: Ist « eine von Null verschiedene
rationale Zahl, so ldsst sie sich in der Form

schreiben, wobei « € Z und % ein gekiirzter Bruch ist, dessen Zéhler und Nenner
nicht durch p teilbar sind.
Dann definieren wir die p-adische Bewertung wie folgt:

= [0, :=0

— ||, == p~*, wenn x wie oben beschrieben dargestellt ist.
Sei nun z = p* %~ und y = P + etwa. Der Satz von der Eindeutigkeit der
Primfaktorzerlegung sichert nun

U
Ty = Pa+ﬁ5a

also gilt |zy|, = [z|p|ylp-
Sei weiters etwa o < 3. Dann ist

T u
rty=p*—+p’—=
S w

rw —+ pﬁ_“su

).

Ist @ < 3, so ist p kein Teiler von rw + p®~*su . Dann ist  +y = p* 7 und
daher

T . u
P (= + =) = p™(
S w Sw

|2+ ylp = [z]p = max(|z]p, [yl,)-

Ist aber a = 3, so ist es denkbar, da p ein Teiler von rw + su ist, und daher gilt
m
r+y=p'—,
n

wobei v > a, d.h.
|z +ylp < |zlp = max(|zp, [ylp).

Auf jeden Fall gilt
|z +ylp < [2lp + [ylp)-

Es ist nicht unwichtig, aus dem Beweis mitzunehmen, dass fiir |x|, # |y|, jeden-
falls |2 + ylp, = max(|z|p, |y[,) gilt!

Interpretiert man |z|, als neuen Abstand vom Nullpunkt, so erhélt man eine
merkwiirdige Situation, die wir fiir p = 7 illustrieren wollen:

|42—9|7 =49 , d.h. liegt weit weg! \%|7 =1, d.h. % liegt auf dem Rand der 7-
adischen , Einheitskugel* E = {z € Q : [z[r <1}. |2z = % , d.h. I - liegt néher
an r = 0 als 42—9 oder %!

Es ist nun leicht zu iiberlegen, dass |z — y|, = p~%, a > 1 gleichbedeutend mit
x —y = p“k, also mit z = y mod p® ist.

Wichtig ist folgende Beobachtung: Ist |z —y|, = p~

® und z’ = x + tp©, so ist



[

ebenfalls |2’ — y|, =p~
Der neue Abstand erlaubt nun, einen neuen Konvergenzbegriff zu definieren. Wir
sagen

p— lim z, ==z,

n—oo

wenn gilt: Zu jedem e > 0 gibt es ein N(e), sodass fiir alle n > N(e) gilt
|zn — x|, < €.
Dazu nun zwei Beispiele!

2— lim (142+4+..+2%) =1

n—oo

Da s, = 2™ — 1, erhilt man |s, — (—1)|2 =27™.

Ahnlich zeigt man, dass

n—oo

1
7 lim (1474494 .. +7") = —¢

gilt.
Aus diesen Beispielen gewinnt man den folgenden Satz.

Satz: Fiir jede Primzahl p gilt im Sinne der p-Konvergenz

1 2, .3
— =14+p+p " +p°+....
L—-p
Daraus folgt weiters:
Satz: Fiir jede Primzahl p gilt im Sinne der p-Konvergenz

“l=p—1+(p-p+(-1p°+

p—1)p°+ ...

Bekanntlich ist das Problem, die Gleichung 2% = 2 zu l6sen, ein erster Schritt
zur Erweiterung von Q zum Kérper R der reellen Zahlen. Wegen 1 = 12 < 2 <
22 = 4, ist 29 = 1 eine (schlechte) Niherung fiir die gesuchte Zahl /2 . Da
1,96 = 1,42 < 2 < 1,52 = 2,25 ist eine bessere Niherung. Da 1,9881 = 1,412 <
2 < 1,422 = 2,0164, ist z1 = 1+ % + # eine noch bessere Ndherung. Auf diese
Weise lasst sich eine Folge von Werten

—1+ S 2y
o 10 102 T 10m
herstellen, fiir die gilt
|Zn — Tpgm| < 107" (6)

d.h. die Folge (x,),n € N, ist eine Cauchyfolge und

lim 22 = 2. (7)

n—oo



Da nun R ein vollstndiger Korper ist, hat die Cauchyfolge (x,,),n € N, einen
Grenzwert o und man setzt zu Recht o = /2.
Geht so etwas mit p-Grenzwerten? Man kann es ja zumindest versuchen!
Wir wollen die Gleichung z? = 2 durch eine Folge rationaler Zahlen niherungs-
weise fiir p = 7 16sen.
Soll g ein guter Startwert sein, so ist |22 — 2|7 < 1 eine verniinftige Forderung.
Also verlangen wir gleich |22 — 2|; < %, d.h.z2 = 2 mod 7. Eine Losung ist
zo =3 . Nun ist fiir diesen Wert |3 — 2|7 < 1, aber es ist|z3 — 2|7 > 45 . Es ist
daher naheliegend, in der Restklasse von 3 modulo 7 nach einer besseren Losung
Ausschau zu halten, also z; = 3 + 7e; anzusetzen. Dann erhéilt man

22 —2=947.6e + 72 —2="7(1+ 6¢; + 7€2).

Wenn 49 ein Teiler von 27 — 2 gelten soll, geniigt es daher zu fordern, dass 7
ein Teiler von 1+ 6¢; ist. Man sieht leicht, dass €; = 1 gewahlt werden kann, also
ist 21 = 10 eine bessere Néherung, denn es ist nach Konstruktion |z} —2[7 < 5.
Dadurch ermutigt, probiert man x5 = 10 + 49¢5. Will man erreichen, dass 343
ein Teiler von z3 — 2 wird, so reicht 7/(2 + 20eg). Dies leistet ez = 2. Somit ist
w3 = 10 + 2.49 eine erneute Verbesserung, und es gilt nun |23 — 2|7 < 3%3. Das
Schema ist nun leicht erkennbar: Hat man

T, =€+ Te1 + Teq+ ...+ T,

mit |22 — 2|7 < =47 (gleichbedeutend mit 22 — 2 = 7"z, ) schon gefunden,
so setzt man x,,1 = 2, + 7" e, 1. . Dann ist

x2+1 —2="T"" (2, + 2Tpens1 + 7”+1ei+1)

n

sicher durch 7" teilbar, wenn 7/(2n + 2xp€n+1) gilt. Man muss also die Dio-
phantische Gleichung
Zn + 2xn€n+1 - 777n+1

lésen, wobei €,41 € {0,1,2,3,4,5,6} gewihlt werden muss. Bei kleinen Zahlen
kommt man mit Ausprobieren der 7 Moglichkeiten durch; bei groferen Zahlen
(oder vor allem, wenn wir statt p = 7 eine gréflere Primzahl wihlen!) kann man
Losungen mittels des Euklidischen Algorithmus finden. Dafiir eignet sich der
Einsatz eines Computers!

Bevor wir ,,in der Theorie“ weitermachen, lohnt es sich, weitere Beispiele zu be-
trachten.

Wa&hlt man den Startwert yg, so erhélt man mit derselben Methode eine Folge
von Néherungen yg = 4,y; = 39,y2 = 235, .... Man kann eine Kontrolle verwen-
den: Es muss z,, + ¢, = 0 mod 771! gelten!

Wir untersuchen (fiir p=7) die Gleichung 2% = 4 . Da der Startwert eine ge-
naue Losung darstellt, erhdlt man vom Startwert ausgehend keine Verbesse-
rung; es ist stets x,, = 2. Beginnt man aber mit yo = 5, so erhélt man die Folge
Yo = b,y1 = 47, y2 = 341, .... Wiederum muss z,, + ¥, = 0 mod 7**! gelten. Man
konnte in Vertrauen auf formales Rechnen diese Folge auch so erhalten. Es ist

—1=64674+67>+6.7>+...



Daher ist
—2=12+127+12.72+12.7% + ... =

54+13.74+12.724+12.73 + ... =
5467+ 1377 +12.73 + ... =
546.7+6.72+13.7° + ...

Daraus erhilt man die Naherungen yo = 5,y1 = 5+ 42 = 47,yo = 47+ 294 =
341, ...

Ebenso kann man versuchen, die Gleichung x> = 6 fiir p = 7 niherungsweise
zu l6sen. Der Startwert zop = 3 ergibt eine Verbesserung z; = 24 usw..
Kehren wir zu unserem Beispiel 22 = 2 zuriick. Unser Algorithmus produziert
nach Wahl eines geeigneten Startwertes (xo = 3 oder g =4 ) eine Folge ganzer
Zahlen (x,,) mit den Eigenschaften:

[T — Tppm]| < 771

und
7— lim 22 = 2.

Was fehlt, ist ein wollstindiger Kérper, der die Grenzwerte aller Cauchyfolgen

(beziiglich der 7-Konvergenz) enthélt. Die Beispiele legen nun nahe, es mit ,,Zah-

len“ der Form ‘ c .

— —w+t

T = Tw + 7w71

7262 +

€_
+~--+71+60+7€1+

zu versuchen, denn das Problem von fiihrt ja auch im Reellen zu einem unend-
lichen Dezimalbruch /2 = 1,41.... Wir definieren daher

oo

Qr={x=> &T,0<¢ <6} (8)

i=w

Addition und Multiplikation dieser 7-adischen Zahlen geschieht nun formal, wo-
bei man allerdings die neuen Ziffern durch Ubertrdge auf die Einschrénkung
€; €{0,1,...,6} bereinigen muss!

2
T=z +A44+374+27 4173+ ..,

6
y:?+4+2.7+5.72+4.73+....

Dann ist

8
m+y:§+8+5.7+7.72+5.73+...

1
=?+9+5.7+7.72+5.73+...:



1
-+ 246.7+0.7+6.7+ ...

Ebenso rechnet man nach

12 32
= — 4+ — 42.7 + ...
TY =19 + 7 + 38 +42.7 +

12 4
= — 4+ -+67+...
49 + 7 * +
Die 7-adische Bewertung ldsst sich nun auf die Menge Q7 fortsetzen.
Definition: Ist 2 = Y00 €;,7%. €, # 0, so sei |z|7 := 7%,

Ist = #£ 0, so ldsst sich rekursiv ein Inverses x* bestimmen. Dazu ein Beispiel!
Sei 5
T=z +4+37+277+ 1.7 + ..
Da |zz*|; = [1|7 = 1 gelten soll und |z|; = 7 gilt, muss |2*|; = % sein. Daher
setzen wir an
o =T+ T+ 0T+ ..

und erhalten

1=z =20 + (401 + 2m2)7 + (301 + 4m0 4 203)7% + ... (9)

Die Kongruenz 1 = 2n; mod 7 ist zuerst zu 16sen. Dies ergibt 77; = 4. Dies
wird oben eingesetzt und es verbleibt als néchste Kongruenz 0 = 17 4 212 mod
7. Hier findet man 1y = 2. weiters findet man 73 = 6. Somit ist

F =474+ 27 +6.7° + ...

Es lohnt sich fiir das Anfangsstiick die Probe zu machen.

Man kann mittels vollstdendiger Induktion beweisen, dass diese Verfahren (for-
males Ausmultiplizieren und rekursives Losen) immer zielfithrend ist. Damit ist
der Beweis fiir den zentralen Satz skizziert.

Satz: Die Menge aller p-adischen Zahlen

Qp = {x = Zéipi, €; € {0, 17 P — 1}}

i=w

ist ein Korper.

Auf Grund des rekursiven Verfahrens haben wir gezeigt, dass 22 = 2 zwei
Losungen in Q7 besitzt:

E=3+17427+ ..,

n=4+57+47 4 ...



Nach dem Lehrsatz von Viete muss { +7 = 0 gelten. Dies stimmt auch, wie man
durch Addieren und Bilden der Ubertrige erkennt.

Satz: Der Korper Q,, ist ein Erweiterungskorper von Q.
Beweis: Wir notieren vier Schritte.

1. 0€Q,
2. Ist n eine natiirliche Zahl, do besitzt n eine Darstellung der Gestalt

n=c¢ey+e1p+...+ ep°.

3. Ist z = —n, so multiplitzieren wir —1 =p—1+ (p—1)p+ (p— 1)p? + ... mit
n=¢€y+e1p+ ... + €,p° und erhalten eine Darstellung fiir z.
4. Daher ist Z C Q,. Da aber Q, ein Koérper ist, muss Q C Q, gelten.

Es ist {ibrigens nicht allzu schwierig zu beweisen, dass Q, ein vollsténdiger
Kérper ist: Jede p-Cauchyfolge hat einen p-Grenzwert in Q,,. Aber leider ist Q,
keineswegs algebraisch abgeschlossen! So enthilt Q, keine Zahl mit 2 = 3. Da
die Kongruenz 2 = 3 mod 7 nicht lésbar ist, gibt es keinen geeigneten Startwert
fiir die Konstruktion einer N&herungsfolge! Eine Zahl z der Form z = ;2 ep’
miisste z = ¢ als Losung liefern!

e’}
1=w

Zur Abrundung sei noch festgelegt: Ist x = >
|zlp == p".

€p', €, # 0, so sei

Eine hiibsche Ubungsaufgabe fiir Algebrahungrige ist nun folgendes Ergebnis:

Satz: Sei Z, := {z € Q, : |z|, < 1} die Menge der ganzen p-adischen Zahlen.
Dann gilt

1. Z,, ist ein Integritétsbereich

2. Sei pZ :={w € Z : p/w} und I, := {x € Q, : |z|, < 1}. Dann ist pZ ein
Ideal in Z und I, ein Ideal in Z,, .

3. Fiir die Restklassenringe gilt die Isomorphie

Z/pZ ~ T/ 1,.

Das nachstehende Ergebnis verallgemeinert ein bekanntes Ergebnis iiber Q als
Teilmenge von R.

Satz: Sei x € Q,. Dann ist x € Q genau dann, wenn die Entwicklung = =
>, €ip' periodisch wird.

Beweis: Da x € Q genau dann gilt, wenn p“z € Q gilt, geniigt es den Fall
|z|, = 1 zu betrachten.

Sei z =Y 2 €&p' und € = €4, ,i = 0,1,2,... (d.h. z hat eine rein periodische
Entwicklung, was keine Einschrinkung ist). Dann ist

s—1

T = Zezpl +psx7
=0



also ‘
. Yoy €in'
1—ps
d. h. eine rationale Zahl.
Etwas miihseliger ist die andere Richtung des Beweises. Sei = eine rationale Zahl
mit |z|, = 1. Dann schreiben wir z = % mit ggT (A4, p)=geT(B,p)=1und B > 1.
Sei nun

A 2
— = € +61p+62p =+ ....

B
Dann ist
1 A A—eB A
(G =2 =
p' B pB B

(denn es wurde ¢y ja so gewihlt, dass A — 9B durch p teilbar ist!). Dann ist
|A/| < \A\ + |50pB\ \ﬁ\ + B.
Die Wlederholung des Verfahrens zeigt nun

A
e

mit [A”] < Ii/l + ‘G‘LBI <S5 +B(1+ %) . Mittels Induktion erkennt man daher

1 A _
(5 - (o +€1p+€p” + ...+ en1p" 1))
A
=5
wobei
4| 1 1 4L

40 <

) <

4+ B(l+ -+t —
" ( P R T *1

Daher kann es nur endlich viele verschiedene ganze Zahlen A(™ geben, und es
muss fiir ein Paar n und m die Bezichung A(™ = A("+™) gelten, d.h. die Ent-

wicklung wird periodisch.

Literaturhinweis: F. Q. Gouvéa: p-adic Numbers. Springer-Verlag 1991.



