Gerda Buchinger und Fritz Schweiger:
Ein elementarer Zugang zu Quadriken im R?

1 Einleitung

Das Konzept der Fundamentalen Ideen geht auf Jerome Bruner zuriick (ein
geschichtlicher Uberblick wurde in Schweiger 1992 gegeben). Eine neue Aus-
einandersetzung mit diesem Begriff liegt in Schweiger 2006 vor. Unter den
zahlreichen Vorschldgen fiir in der Mathematik weit verbreitete Ideen fin-
det sich das Finden von Prototypen und Normalformen. Das Wechselspiel
zwischen Entdecken von Prototypen und Aufstellen von Normalformen lasst
sich am Beispiel der Kegelschnitte gut illustrieren. Schon in der griechi-
schen Mathematik der Antike kannte man die drei Kurven Ellipse, Parabel
und Hyperbel. IThre merkwiirdigen Namen verdanken sie ihrem Auftreten
bei der Verwandlung von Rechtecken in ein flichengleiches Quadrat, aber
es war geometrisch genial zu entdecken, dass sie durch Schnitte einer Ebene
mit einem Drehkegel erzeugt werden kénnen. Diesem gemeinsamen Merk-
mal verdanken sie ihren Namen, eben Kegelschnitte. Dabei sind auch die
Randfille, die Kurve, die nur aus einem Punkt besteht, und das Paar einan-
der schneidender Geraden erkennbar. Wenn man Gleichungen dieser Kurven
aufstellt, etwa in der Form
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ist ein gemeinsames Merkmal, Kurven 2. Ordnung zu sein, ziemlich trivial.
Die Entdeckung Keplers und Newtons, dass diese Kurven genau die Grund-
formen moglicher Planetenbahnen darstellen, muss allerdings als eine echte
Uberraschung angesehen werden.

Innerhalb der affinen Geometrie lassen sich die Kegelschnitte nach folgen-
den Merkmalen klassifizieren: Beschrianktheit und Mehrteiligkeit (Zahl der
Komponenten). Die Ellipse ist beschrénkt und 1-teilig. Die Parabel ist unbe-
schriankt und 1-teilig. Die Hyperbel ist unbeschrankt und 2-teilig. Man kann



hier verwundert innehalten und die Frage stellen: Gibt es einen Kegelschnitt,
der beschrinkt und 2-teilig ist? Von der Erzeugung als ebene Schnitte eines
Drehkegels her gesehen, natiirlich nicht. Auch die projektive Geometrie lie-
fert eine Erklarung. In der reellen projektiven Ebene gibt es nur eine Art von
nichtausgearteten (nicht leeren) Kurven 2. Ordnung, die alle 1-teilig sind. Je
nachdem, wie die unendlich ferne Gerade festgelegt wird, entstehen Ellipsen
(kein Schnittpunkt), Parabel (Tangente) und Hyperbel (zwei Schnittpunk-
te).

Aber wie steht es mit einer Kurve 2. Ordnung, die beschrankt und 2-teilig
ist? Die Klassifikation der Kurven 2. Ordnung zeigt, dass die Kurven 2.
Ordnung (bis auf Randfille) genau die Kegelschnitte sind, und folgende
Normalformen zu ihrer Beschreibung gentigen:
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Dazu treten noch die Randfille
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Da kommt eine derartige Kurve nicht vor!

Die nachstehenden Ausfithrungen sind an der Klassifikation der Quadri-
ken, also Fliachen 2. Ordnung im Raum orientiert. Der Zugang ist elementar
und entspricht somit einer Forderung Bruners, ndmlich Fundamentale Ideen
sollten elementar vermittelt werden koénnen.

2 Quadriken

Quadriken sind definiert als die Nullstellenmenge einer Gleichung zweiten
Grades

az® + by? 4+ c2® + doy + exz + fyz + gr + hy + iz = j.



Ublicherweise werden Quadriken mittels symmetrischer Matrizen im affi-
nen bzw. projektiven Raum klassifiziert. Man betrachtet hiezu die beiden
Matrizen
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bzw. die erweiterte Matrix
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Die Klassifikation erfolgt mittels des Ranges und der Signatur der Matrizen
M und M. Zur Erinnerung: der Rang einer Matrix ist die maximale Anzahl
linear unabhéngiger Spalten oder Zeilen; die Signatur einer symmetrischen
Matrix ist wie folgt zu beschreiben. Jede symmetrische Matrix l&sst sich
durch eine Drehung mit der orthogonalen Matrix w in eine Diagonalmatrix
verwandeln:

Sei p die Wahl der positiven Zahlen unter A, B,C' und n die Anzahl der
negativen Zahlen unter A, B, C, so ist die Signatur von M gegeben durch
p—nl.

Diese Klassifikation ldsst sich in einer Tabelle zusammenfassen. Wir definie-
ren dazu:

f Eine oder mehrere Variablen kommen in der Gleichung nicht vor.

I’ Es kommt ein lineares Glied vor. Dann liegt eine Achsenrichtung in
Richtung dieser Variablen.

k Es kommt ein konstantes Glied # 0 vor. Der Punkt (0,0, 0) liegt nicht
auf der Quadrik.
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Die Klassifikation verwendet meistens die Theorie der Eigenwerte und Ei-
genvektoren einer symmetrischen Matrix (siche Zieschang 1997). Ziel der
nachfolgenden Uberlegungen ist es, einen elementaren Zugang zu einer Klas-
sifikation der Quadriken zu geben.

Wir beginnen daher mit der Definition:
Die Achsenrichtungen der Quadriken im R? sind drei zueinander ortho-
gonale Vektoren, aus denen man gemeinsam mit einem Punkt (Zentralpunkt)
ein kartesisches Koordinatensystem (Rechtssystem) bilden kann, beziiglich
dessen sich die Quadrik durch eine Gleichung in Normalform beschreiben
lisst. Die Normalform einer Quadrikgleichung im R? besitzt keine
gemischten Glieder, maximal ein lineares Glied und mindestens ein quadra-

tisches Glied.




Hinweis: Die Quadriken der Kagegorie A besitzen nur einen Zentralpunkt.
Die Quadriken der Kagegorie B besitzen mehrere Zentralpunkte.

Ziel dieser mathematischen Ausarbeitung ist es, aus der Gleichung

ax? +by? +cz® +day+exz + fyz+gr+hy+iz =3
bei beliebiger Lage der Quadrik im Raum drei zueinander orthogonale Ach-
senrichtungen der Quadrik mit Hilfe von Drehungen der Koordinatenachsen
zu ermitteln.

Wir gehen dabei von der Gleichheit folgender zwei Schreibweisen aus:

ar? +by? +c2® +day+exz + fyz+gr+hy+iz =3
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Die Matrix der quadratischen und gemischten Glieder bezeichnen wir mit M.

Fiir die Bestimmung von drei orthogonalen Achsenrichtungen einer Quadrik
nur mit Hilfe von Koordinatenachsendrehungen unterscheiden wir folgende
Fille:

A) Rang von M > 2:
I. Die Quadrikgleichung besitzt keine gemischten Glieder:
2 2 2 .
ax® + by +cz® +gr+hy+iz =

II. Die Quadrikgleichung besitzt genau ein gemischtes Glied

a) ax? +by? +c2® +dry +gr+ hy +iz =
b) az? +by? +c2? +erz+gr+hy+iz=j
c) ax® +by? +c2> + fyz +gr+hy +iz=j

III. Die Quadrikgleichung besitzt zwei oder drei gemischte Glieder

az® +by? + cz® + dey + exz + fyz + gr + hy +iz = j



B) Rang von M = 1:
I. Es gibt eine lineare Richtung
I1. Es gibt keine lineare Richtung

Nun wollen wir dies etwas detaillierter darstellen.

A) Rang von M > 2:
I. Die Quadrikgleichung besitzt keine gemischten Glieder:
ar® + byt et fgrthyt+iz=j
drei orthogonale Achsenrichtungen stimmen mit den Koordinatenach-

senrichtungen {iiberein.

Da Rang M > 2, seien zunichst alle drei Koeffizienten a,b,c # 0.
Dann fiihrt uns die Verschiebung
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zur Normalform. Sei etwa a # 0,b # 0, aber ¢ = 0. Ist ¢ # 0, so
benétigen wir die Transformation

g _ h B 1 g h?
t=at oy =yt o = a o+ -t )
Ist i = 0, so steht schon eine Normalform da.
I1. Die Quadrikgleichung besitzt genau ein gemischtes Glied:

a) ax? +by? +cz® +dry +gr+ hy +iz =

Durch eine Drehung um die z-Achse: X' =

O~
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>

k=tana,0 < |al < 90°, 12 =tan’a +1

mit k1o = “T_bi\/ (“;f)Q + 1 kann man das gemischte Glied zy
in der Gleichung verschwinden lassen.
Es ist natiirlich

% —% 0 cosae —sina 0
% % 0 = sina¢ cosa O
0O 0 1 0 0 1



b) az? +by? +c2? +erz+gr+hy+iz=j
Durch eine Drehung um die y-Achse mit k12 = “_*+ (0273)2 +1
k =tana,0 < |a] < 90° kann man das gemischte Glied zz weg-

bekommen.
c) ax? +by? + 22 + fyz+gr+hy+iz=3j
Durch eine Drehung um die x-Achse mit k » = %i (‘75)2 +1

k =tana,0 < |a| < 90° kann man das gemischte Glied yz weg-
bekommen.

Mit Hilfe der inversen Drehung kann man
drei orthogonale Achsenrichtungen der Quadrik bestimmen:
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III. Die Quadrikgleichung besitzt zwei oder drei gemischte Glieder:
Wir unterscheiden mehrere Fille.

a) Durch eine Drehung um die z-Achse (k = tan«,0 < |af <

90°) kann man zwei gemischte Glieder wegbekommen.

Aus az? + by? + c2? + day + exz + fyz + gx + hy + iz = j folgt
durch Anwendung der Drehung

a+b-k?—dk\ 5 [(ak®+b+dk\ 5
I E— x° + 0z Y-+t +
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Fire#0,f #0,k = —f/e und 2(a — b) = d(?—{) erhalten

WI1r

(a® +-def +bf%) 5 (af* —def +be?) o
TP 2+ oy V4?4V /e2 + flazt. ..

Wenn die Gleichung nur ein gemischtes Glied aufweist, kann man
drei orthogonale Achsenrichtungen bestimmen. Die so bestimm-
ten Achsenrichtungen werden wieder zuriickgedreht.



Achsenrichtungen:
AVo+/A24 (24 f2)3

; ; L\ me2= e
Ak = -7 A= (c—a)e® + (c—b)f*—def
K1 K2 0 V. ... Vorzeichen von e

Man sieht: Eine Achsenrichtung der Quadrik liegt parallel
zur zry-Ebene.

Analog kann man fiir e # 0, f # 0,k = e/f und

ma—m:d<;—£>

vorgehen.

Die Umkehrung gilt auch: Eine Achsenrichtung der Quadrik liege
parallel zur xy-Ebene. Dann erfiillen die Koeffizienten der Qua-
drikgleichung die Gleichung

%a@zd(ji).

Wir kénnen daher mit einer Drehung um die z-Achse zwei ge-
mischte Glieder ”wegzaubern”.

Durch eine Drehung um die z-Achse k£ = tana,0 < |a| <
90°) kann man zwei gemischte Glieder wegbekommen.

Aus az? + by? + c2? + dvy + exz + fyz + gr + hy + iz = j folgt

2 _ 2 _
0?4 (b+ckl2 fk) e (bk +l;:+f/-c> 2y (d lek>

_ _r1.2
xy—l—(dk;e):cz—i—(%b c)kp Tk +f)yz+....

Fird#0,e #0,k = —e/dund 2(b—c) = f (4 — £) erhalten wir

e

bd? + d 2 d?—d be?
ax2+( J;Q ifej « )y2+(c - ifej ¢ )z2+Vd\/d2—l—62xy+...

Wenn die Gleichung nur ein gemischtes Glied aufweist, kann man




drei orthogonale Achsenrichtungen bestimmen. Die so bestimm-
ten Achsenrichtungen werden wieder zuriickgedreht.

Achsenrichtungen:
AVy++/ A%+ (d?+e2)3
L, L, 1 A= (a—0b)d®+ (a—c)e? —def
3 5 —% V4 ... Vorzeichen von d

Dies bedeutet: Eine Achsenrichtung liegt parallel zur yz-
Ebene.

Analog geht man vor, wenn d # 0,e # 0,k = d/e und 2(b — ¢) =
f(E-9)

Die Umkehrung gilt auch: Eine Achsenrichtung der Quadrik liegt
parallel zur yz-Ebene. Die Koeffizienten der Quadrikgleichung
erfiillen die Gleichung 2(b—c¢) = f (g — £). Wir kénnen mit einer

Drehung um die x-Achse zwei gemischte Glieder ”wegzaubern”.

Durch eine Drehung um die y-Achse (k = tana,0 < |a] <
90°) kann man zwei gemischte Glieder wegbekommen.

Auf dhnliche Weise erhilt man etwa das Ergebnis

Achsenrichtungen:
d d _i Kio = AVfi\/A2+(d2+f2)3
! f d ’ (d2+£2)[f]
K1 | Ko |» 0 A= (b—-a)d®+ (b—c)f?—def
1 1 1 V... Vorzeichen von f

Eine Achsenrichtung liegt parallel zur zz-Ebene.

Man wird vielleicht schon entdeckt haben, dass man Fall b) und
Fall ¢) aus Fall a) durch zyklische Vertauschungen a — b — ¢
und d — f — e erhalten kann.

Dann verbleibt als letzter Fall, dass keine der vorher ge-
nannten Bedingungen erfiillt ist.

Wir versuchen eine Drehung um die z-Achse zu finden, die eine
Achsenrichtung der Quadrik parallel zur yz-Ebene dreht. Denn
fiir diesen Fall konnen wir diese eine Achsenrichtung sofort ange-
ben sowie die anderen zwei Achsenrichtungen berechnen.




Also wir suchen einen Drehwinkel tana = k (0 < || < 90°) bzw.
eine Drehung um die z-Achse,
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die eine Achsenrichtung der Quadrik parallel zur yz-Ebene dreht
und die Koeffizienten der Quadrikgleichung so umformt, dass die
Gleichung 2(b — ¢) = f (¢ — &) erfiillt ist.

Wir fithren eine Drehung um die 2z-Achse durch mit k& als Unbe-
kannte

1 _k d 1k
g 10 @ % 3 7 1 0
X% 40 40 % —E L0 )X+
0 0 1 e L ¢ 0 0 1

und setzen die Koeffizienten der neuen Gleichung in Abhéngigkeit
von kin2(b—c¢) = f (4 — £) ein. Dies ergibt

e

ak? +dk +b— c(k? +1)
(k2+1)

ek+ f [—dk?+2(a—b)k+d) 2l (e — fk) 212

21 212 (e — fk) 2 (—dk2+2(a—bk+d)]

Durch Umformungen erhalten wir ein Polynom fiinften Grades in
k und die Gleichung

[2(a — c)df +e(f? —d?)|k® + [2de(a + ¢ — 2b) + d* f — 4(a — b)(a —
o) f —2e2f + f3k* 4+ [4(a —b)(b—c)e +2df (b—a) + e — ef?]k3 +
[2de(a —b) —4f(a—b)(a—c) —e2f + f3)k* + [4(a — b)(b—c)e +
d*e —2df(2a — b —c) + e — 2ef?|k +2(b— c)de — d>f +e*f =0

Wir kénnen durch k2 + 1 dividieren und kommen somit fiir die
Bestimmung der reellen Nullstellen zu einer Gleichung vom Grad
<3.
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x(k) = [2(a —C)dJ“re(f2 )]k +[(—4)(a—b)(a—c) f — 2de(b—
) (2 )+2d€(a b)— f(e?—f?)|k*+[4(a—b)(b—c)e+2df (c—
+e(d?— f2)—2df (a—b)+e(e® — f*)]k+2de(b—c) - f(d*—e?) = 0

Diese Gleichung ist sicher eine kubische Gleichung, da der Fall
(¢) nicht vorliegt.

Hinweis: Kennt man eine reelle Losung k dieser kubischen Glei-
chung, so kann man eine Achsenrichtung

k
k% — 2(a— bk —d

1], A®) =

A(k) e~ fk

sofort hinschreiben.

Begriindung: k£ bestimmt einen Drehwinkel durch tana = k fiir

eine Drehung um die z-Achse, die eine Achsenrichtung der Qua-
drik parallel zur yz-Ebene dreht. Liegt nur eine Achsenrichtung
parallel zur yz-Ebene, so kann man diese sofort angeben. Diese
Achsenrichtung zuriickgedreht ergibt das obige Ergebnis.

Anmerkungen

1) Ist 2(b—¢) = f (g — <), so ist keine Drehung erforderlich, da eine

Achse schon parallel zur (yz)-Ebene liegt. Dies wird algebraisch durch
das Verschwinden des konstanten Gliedes von x(k) ausgedriickt und
k = 0 ist entsprechend a = 0° eine Losung.

Ist 2(c—a) =e (5 - %), so liegt eine Achse schon parallel zur (zz)-

Ebene. Das Polynom x (k) ist dann quadratisch und hat zwei Losungen
fiir k, die den beiden anderen Achsen entsprechen. Da in diesem Fall
aber a = 90° ist, wire k = tan o = 0o, weswegen dieser Winkel nicht
unter den Nullstellen von x(k) aufscheint!

Ist 2(a —b) =d ( ) so liegt eine Achse parallel zur (xy)-Ebene.
Dann gilt fiir den Winkel dieser Achse

_dk?—2(a—bk—d

A(k) c— Tk

=0,
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also ) )
Mk_lz]g_e —f

k% —
d ef

k—1=0,

woraus k = —% folgt. Eine miithsame Rechnung zeigt, dass in diesem
Fall k = —% tatséchlich eine Nullstelle von x (k) ist.

B) Rang von M = 1:

Mindestens ein Vektor von den drei Spaltenvektoren von M beschreibt die
quadratische Achsenrichtung ¢ der Quadrik. Die Spaltenvektoren von M
sind zueinander parallel.

I. Es gibt eine lineare Achsenrichtung
Dies trifft nur fiir die Parabelfliiche zu. Die drei orthogonalen Achsen-
richtungen der Parabelfliche sind wie folgt zu bestimmen:

g
g f=qgx| h l=fxq
7

II. Es gibt keine lineare Achsenrichtung
Es ist nur die quadratische Achsenrichtung ¢ der Quadrik durch die
Koeflizienten der Quadrikgleichung festgelegt.

3 Zum Schluss

Diese Ausarbeitung beruht auf Teilen der mathematikdidaktischen Disser-
tation von Frau Gerda Buchinger an der Universitit Salzburg. Die nachste-
hende kurze Bibliographie gibt einige Anregungen zum Weiterlesen.
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